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Аннотация. Пусть n ∈ N, Bn — евклидов единичный шар в Rn, задаваемый неравен-







. Под C(Bn) мы понимаем пространство непрерывных функ-
ций f : Bn → R с нормой ‖f‖C(Bn) := max
x∈Bn
|f(x)|, под Π1 (Rn) — совокупность многочленов
от n переменных степени ≤ 1, т. е. линейных функций на Rn. Пусть x(1), . . . , x(n+1) — вершины
n-мерного невырожденного симплекса S ⊂ Bn. Интерполяционный проектор P : C(Bn)→ Π1(Rn),








. Через ‖P‖Bn обо-
значим норму P как оператора из C(Bn) в C(Bn). Определим θn(Bn) как минимальную величину
‖P‖Bn при условии x(j) ∈ Bn. Описывается подход, при котором норму проектора удаётся оценить
снизу через объём симплекса. Пусть χn(t) := 12nn!
[
(t2 − 1)n](n) — стандартизованный многочлен





. Из этой оцен-
ки выводится эквивалентность θn(Bn) 
√
n. Даются оценки констант из неравенств отмеченного
вида, а также сравнение с аналогичными соотношениями для линейной интерполяции на единич-
ном n-мерном кубе [0, 1]n. Полученные результаты могут иметь приложения в полиномиальной
интерполяции и вычислительной геометрии.
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1. Основные определения и обозначения








, Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}, Qn := [0, 1]n.
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Запись L(n)  M(n) означает, что существуют c1, c2 > 0, не зависящие от n, для
которых верно c1M(n) ≤ L(n) ≤ c2M(n). Под Π1 (Rn) будем понимать совокупность
многочленов от n переменных степени ≤ 1, т. е. линейных функций на Rn.
































Верно равенство vol(S) = | det(A|
n!
. Положим A−1 = (lij). Определим λj как много-
члены из Π1 (Rn), коэффициенты которых составляют столбцы A−1, т. е. λj(x) :=
l1jx1 + . . . + lnjxn + ln+1,j. Мы называем λj базисными многочленами Лагранжа,
соответствующими симплексу S. Числа λj(x) являются баpицентpическими ко-
ординатами точки x ∈ Rn относительно S.
Для выпуклого тела Ω ⊂ Rn через C(Ω) обозначим пространство непрерывных




Будем говорить, что интерполяционный проектор P : C(Ω) → Π1(Rn) соответству-
ет симплексу S ⊂ Ω, если узлы интерполяции совпадают с вершинами x(j) этого































где ver(Ω) — совокупность вершин Ω.
Через θn(Ω) обозначим минимальную величину ‖P‖Ω при условии x(j) ∈ Ω.
В случае Ω = Qn различные соотношения для чисел θn(Ω), в том числе эквива-
лентность θn(Ω) 
√
n, были доказаны автором ранее (эти результаты системати-
зированы в [1]). В дальнейшем ряд оценок удалось улучшить (см. [2, 3] и ссылки
в этих работах).
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В настоящей статье рассматривается случай Ω = Bn. Описывается подход, при
котором норму интерполяционного проектора P : C(Bn)→ Π1(Rn) удаётся оценить
снизу через объём соответствующего симплекса. Существенной чертой этого под-
хода является применение классических многочленов Лежандра. Устанавливается,
что θn(Bn) 
√
n. Иными словами, интерполяционный проектор, соответствующий
правильному симплексу, вписанному в граничную сферу, имеет норму, эквивалент-
ную минимальной.
2. Оценка нормы проектора через объём симплекса






(фоpмула Родpига). По поводу свойств χn см., например, [5, 6]. Многочлены Ле-
жандра ортогональны на [−1, 1] с весом w(t) = 1. Известно, что χn(1) = 1; если
n ≥ 1, то χn(t) возрастает при t ≥ 1. Обозначим через χ−1n функцию, обратную к χn
на полуоси [1,+∞).
Появление многочленов Лежандра в круге наших вопросов связано с их следу-
ющим свойством. Для γ ≥ 1 введём в рассмотрение множество
En,γ :=
{













(доказательство приводится и в [1]). C помощью этого равенства удалось получить
нижние оценки для норм проекторов при линейной интерполяции на единичном












Здесь νn — максимальный объём симплекса, содержащегося в кубе Qn, hn — ве-
личина максимального определителя порядка n, состоящего из 0 и 1. С привлече-





n− 1. Последняя оценка оказалась точной по порядку n, что привело
к соотношению θn(Qn) 
√
n.
Ниже мы распространим этот подход на линейную интерполяцию функций, за-
данных на единичном шаре Bn. Пусть κn := vol(Bn). Через σn обозначим объём
правильного симплекса, вписанного в Bn.
Теорема 1. Для любого интерполяционного проектора P : C(Bn)→ Π1(Rn), соот-
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Доказательство. Правильный симплекс, вписанный в шар, имеет максимальный
объём из всех симплексов, содержащихся в этом шаре (см. [8–10]). Поэтому vol(S) =
|det(A)
n!
≤ σn. Для каждого i = 1, . . . , n вычтем из i-й строки матрицы A её (n+ 1)-ю
строку. Обозначим через B подматрицу порядка n, которая будет располагаться
в первых n строках и столбцах полученной матрицы. Тогда
| det(B)| = | det(A)| = n!vol(S) ≤ n!σn.
Иначе говоря,
n!σn
| det(B)| ≥ 1. (5)
Пусть x(j) — вершины, λj — базисные многочлены Лагранжа симплекса S. По-









































(j) − x(n+1)) ∈ B′.
Рассмотрим невыpожденный линейный опеpатоp F : Rn → Rn, сопоставляющий
точке β = (β1, . . . , βn) точку x = (x1, . . . , xn) по пpавилу





x(j) − x(n+1)) .
Cпpаведливо матpичное pавенство F (β) = (β1, . . . , βn)B, где B — введённая выше











| det(B)| . (7)
Пусть теперь 1 ≤ γ < γ∗,
En,γ =
{
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Покажем, что B′ 6⊂ F (En,γ). Достаточно проверить, что mesn(F (En,γ)) < mesn(B′) =
κn. Это действительно так:













x(j) − x(n+1)) ∈ B′, n∑
j=1





∣∣∣ ≥ γ∗ − ε.
В силу (6) это даёт ‖P‖Bn ≥ γ∗ − ε. Ввиду произвольности ε > 0 получаем
























Доказательство. Пусть P — произвольный интерполяционный проектор. Так как











































(см., например, [7], [1]). Поэтому оценку (8) можно конкретизировать.
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Доказательство. Достаточно применить (8), (9) и (10).
Следствие 3. Пусть P — минимальный интерполяционный проектор, т. e. та-
















Доказательство. Как доказано в [4], справедлива оценка θn(Bn) ≤
√
n+ 1. Поэто-
му для минимального проектора выполняются неравенства
√






Мы применили (4). Остаётся сравнить крайние величины и привлечь (9).
Так как | det(A)| = n!vol(S), то из (14) получается и оценка для определителя
матрицы узлов минимального проектора. Именно, | det(A)| ≥ εn, где εn в n! раз
превосходит правую часть (14). Без указания значения εn это ограничение исполь-
зовалось в [4].
3. Соотношение θn(Bn) 
√
n
























Нам потребуются также следующие оценки χ−1n (s) для чётных и для нечётных n,























12e · 6√3 = 0.2135...
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2 (2k + 1)!


















































12(2k+1)2 k(k + 1)
k+1+12
















































































































· √k + 1.
Так как n = 2k + 1, то
√
k + 1 = 1√
2
√
2k + 2 > 1√
2
√
n. Таким образом, при любом





12e · 6√3 ·
√
n. (19)
Константа 0.2135... из правой части этого неравенства меньше, чем константа из по-
лученного выше неравенства (18) для чётных n. Таким образом, соотношение (19)
верно для каждого натурального n. Теорема доказана.
Следствие 4. Справедливо соотношение θn(Bn) 
√
n.
Доказательство. В [4] установлено, что θn(Bn) ≤
√
n+ 1. Таким образом, нижняя
оценка θn(Bn) > c
√
n является точной по размерности n.
Пусть P : C(Bn)→ Π1(Rn) — интерполяционный проектор, узлы которого нахо-
дятся в вершинах правильного симплекса, вписанного в граничную сферу ‖x‖ = 1.
Следствие 5. С константами, не зависящими от n, имеет место эквивалент-
ность ‖P‖Bn  θn(Bn).
Доказательство. Как показано в [4], верны неравенства
√
n ≤ ‖P‖Bn ≤
√
n+ 1.
Остаётся принять во внимание предыдущее следствие.
Итак, наши результаты означают, что норма интерполяционного проектора P ,
соответствующего вписанному правильному симплексу, эквивалентна минималь-
ной. Равенство ‖P‖Bn = θn(Bn) пока остаётся доказанным для 1 ≤ n ≤ 4.
Автор выражает благодарность А.Ю. Ухалову за полезные компьютерные вы-
числения.
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. By C(Bn) we mean a set of continuous functions f : Bn → R with the norm
‖f‖C(Bn) := max
x∈Bn
|f(x)|. The symbol Π1 (Rn) denotes a set of polynomials in n variables of degree
≤ 1, i. e., linear functions upon Rn. Assume that x(1), . . . , x(n+1) are vertices of an n-dimensional
nondegenerate simplex S ⊂ Bn. The interpolation projector P : C(Bn) → Π1(Rn) corresponding to S








. Denote by ‖P‖Bn the norm of P as an operator from
C(Bn) onto C(Bn). Let us define θn(Bn) as the minimal value of ‖P‖Bn under the condition x(j) ∈ Bn.
We describe the approach in which the norm of the projector can be estimated from the bottom through




(t2 − 1)n](n) be the standardized Legendre polynomial





. From this, we obtain the equivalence θn(Bn) √
n. Also we estimate the constants from such inequalities and give the comparison with the similar
relations for linear interpolation upon the n-dimensional unit cube. These results have applications
in polynomial interpolation and computational geometry.
Keywords: simplex, ball, linear interpolation, projector, norm, estimate
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